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1. Análisis dimensional. Resuelva los siguientes problemas rela
ionados 
on el análisis

dimensional y el estable
imiento de es
alas aso
iadas a sistemas físi
os.

a) Una perturba
ión a
ústi
a se propaga en un gas 
on densidad uniforme ρ, de
es
ala de tamaño R, y 
on una presión interna P . ¾Cuál es una es
ala de

velo
idad de propaga
ión de la onda a
ústi
a? ¾De que orden sería tal velo
idad

en 
ondi
iones atmosféri
as normales?

b) Existe eviden
ia físi
a de que el universo en gran es
ala se está expandiendo, y

que la velo
idad V de expansión es propor
ional a la distan
ia r: i.e. V = H0r.
Observa
ionalmente se tiene la 
onstante de Hubble es H0 ≈ 100 km s−1Mpc−1

[1Mpc ≈ 3 × 1024 cm℄. ¾Qué es
ala de tiempo, en años, para el universo se sigue

de la ley de Hubble?

La expansión del universo está regida por la relatividad general, 
uyas 
onstantes

fundamentales son G y c. ¾Cómo sería una es
ala de densidad del universo, ρu,


onstruida a partir de H0, G y c? ¾Cuál su valor numéri
o en gm/cm3? ¾Cómo se


ompara ρu 
on la densidad del ser humano, del sistema planetario, o de nuestra

galaxia? Esto debe servir de argumento del porqué ninguno de estos sistemas se

ven afe
tados por la expansión del universo.


) El átomo más sen
illo es el de Hidrógeno 
on una masa dada m (que es

esen
ialmente la del protón), y una 
arga elé
tri
a q. La dinámi
a de tal átomo

está di
tada por la me
áni
a 
uánti
a donde la 
onstante ~ juega un papel

fundamental. En
uentre una es
ala de longitud aso
iada al átomo de hidrógeno

asi 
omo una de energía. Evalue numéri
amente tales números y 
ómo se 
ompara,

por ejemplo, la es
ala radial 
on la longitud de onda de la luz en el visible, y la

es
ala de energía 
on la de ioniza
ión del átomo de hidrógeno.

d) Se 
onsidera que a 
iertas es
alas la intera

ión gravita
ional se �mez
la� 
on las

intera

iones del mundo 
uánti
o. A partir de las 
onstantes naturales de estos

dos ámbitos de la naturaleza, en
uentre una es
ala de longitud y de tiempo donde

los efe
tos gravita
ionales y 
uánti
os 
onvivirían. Provea de valores numéri
os

para tales es
alas de longitud de Plan
k, lP, y tiempo de Plan
k, tP.

2. Cadena 
olgante en una mesa. Una 
adena de densidad uniforme ρ y longitud l se
en
uentra en reposo, 
on 2l/3 partes horizontalmente sobre una mesa y l/3 
olgando

sobre un 
ostado; véase Figura 1. La parte horizontal de la mesa tiene un 
oe�
iente

de fri

ión µ, mientras que la verti
al no tiene. Demuestre que la velo
idad del último

eslabón al momento que deja la mesa está dada por:

v =

√

4(2 − µ)
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Figura 1

3. Destru

ión por fuerzas de marea. En nuestra galaxia, y en otras, existen galaxias

mu
ho más pequeñas 
ono
idas 
omo galaxias enanas que orbitan alrededor de ella.

Durante su movimiento orbital las galaxias enanas son destruidas por fuerzas de marea;


osa similar le o
urren a los 
ometas; véase Figura 2. Considere una galaxia enana de

radio R 
ompuesta de �enjambre� de estrellas ligadas gravita
ionalmente, de masa

total m que 
ae radialmente ha
ia una galaxia masiva de masa M . Si la galaxia enana

se en
uentra a una distan
ia r, demuestre que ésta será destruida si se 
umple, en

primer orden, que:
2M

r3
>

m

R3

Figura 2 Cometa Shoemaker-Levy siendo desmembrado por la fuerza de marea

ejer
ida por Júpiter.

4. Teorema de Newton. El Segundo Teorema de Newton, en una variante, estable
e

que el 
ampo gravita
ional de un 
as
arón esféri
o de masa M y radio R atrae a una

partí
ula externa de masa m 
omo si toda la masa del 
as
arón estubiera 
on
entrada

en su 
entro; véase Figura 3. La demostra
ión de este teorema por Newton le llevo

unos 10 años, por no querer utilizar la herramienta del 
ál
ulo integral que estaba

desarrollando en aquel enton
es. Demuestre utilizando el 
ál
ulo, y en menos tiempo

que Newton, que el teorema anterior es 
orre
to.
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Figura 3

5. Campo Gravita
ional de Sistemas Aplanados. Considere un modelo de dis
o

aplanado (Fig. 4) para un sistema gravita
ional dado en una primera aproxima
ión

(e.g. galaxia espiral, un asteroide). Se requiere en
ontrar el poten
ial para poder

estable
er la dinámi
a de una partí
ula alrededor de di
ho objeto.
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Figura 4

a) Cal
ule el poten
ial gravita
ional ϕ, en el eje de simetría a una distan
ia z, de
un dis
o de densidad super�
ial de masa σ = M/πR2 
onstante.

b) El poten
ial gravita
ional, fuera de regiones donde existe una distribu
ión de

masa ρ, satisfa
e la e
ua
ión de Lapla
e. Muestre que en 
oordenadas esféri
as

(r, θ, φ) la e
ua
ión de Lapla
e tiene solu
iones del tipo

ϕ(r, θ, φ) ∼

[

Arl +
B

rl+1

]

P (cos θ) e±imφ

donde (l, m) son 
onstantes y P (cos θ ≡ x) satisfa
e la e
ua
ión aso
iada de

Legendre:

(1 − x2)
d2P

dx2
− 2x

dP

dx
+

[

l(l + 1) −
m2

1 − x2

]

P = 0 .

¾Que tipo de 
onstantes, reales o no-reales, son los números (l, m)? Justi�que su

respuesta.


) Expanda el poten
ial en
ontrado en el in
iso (a) para distan
ias r > R hasta

ter
er orden. Este poten
ial debe 
oin
idir 
on la solu
ión general de la e
ua
ión

de Lapla
e 
uando θ → 0. Utili
e esta �
ondi
ión de frontera� para en
ontrar la

expresión de los primeros terminos de poten
ial ϕ(r, θ) fuera del eje de simetría.

6. Programa Cómputa
ional. Imprima el programa y anexelo 
uando entregue su

Tarea. Envié por 
orreo elé
troni
o el programa fuente, 
on los 
omentarios que


onsidere pertinentes para 
orrerlo y eje
utarlo.

a) Es
riba un programa os
ilador.f90 que resuelva la e
ua
ión de movimiento de

un os
ilador armóni
o uni-dimensional ẍ = −ω2x, de masa unitaria, utilizando

el algoritmo de Euler y el de leap-frog.

b) Resuelva el 
aso para las 
ondi
iones ini
iales x0 = 1.0 y v0 = 0. Evolu
ione el

os
ilador por t = 10τ , donde τ = 2π/ω es el período natural del sistema.


) ¾Para qué paso de tiempo, 
omo fra

ión de τ , el error relativo en la energía del

os
ilador, entre la energía de la solu
ión numéri
a y análiti
a, es menor al 1%, y

al 0.1%? Esto en ambos integradores: Euler y leap-frog.

d) Grá�que di
hos 
ál
ulos. En parti
ular, grá�que x = x(t), v = v(t), y su espa
io

fase.
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