
Mecánica  Clásica
aceves@astrosen.unam.mx

Tarea # 2

1. Análisis dimensional. Resuelva los siguientes problemas relaionados on el análisis

dimensional y el estableimiento de esalas asoiadas a sistemas físios.

a) Una perturbaión aústia se propaga en un gas on densidad uniforme ρ, de
esala de tamaño R, y on una presión interna P . ¾Cuál es una esala de

veloidad de propagaión de la onda aústia? ¾De que orden sería tal veloidad

en ondiiones atmosférias normales?

b) Existe evidenia físia de que el universo en gran esala se está expandiendo, y

que la veloidad V de expansión es proporional a la distania r: i.e. V = H0r.
Observaionalmente se tiene la onstante de Hubble es H0 ≈ 100 km s−1Mpc−1

[1Mpc ≈ 3 × 1024 cm℄. ¾Qué esala de tiempo, en años, para el universo se sigue

de la ley de Hubble?

La expansión del universo está regida por la relatividad general, uyas onstantes

fundamentales son G y c. ¾Cómo sería una esala de densidad del universo, ρu,

onstruida a partir de H0, G y c? ¾Cuál su valor numério en gm/cm3? ¾Cómo se

ompara ρu on la densidad del ser humano, del sistema planetario, o de nuestra

galaxia? Esto debe servir de argumento del porqué ninguno de estos sistemas se

ven afetados por la expansión del universo.

) El átomo más senillo es el de Hidrógeno on una masa dada m (que es

esenialmente la del protón), y una arga elétria q. La dinámia de tal átomo

está ditada por la meánia uántia donde la onstante ~ juega un papel

fundamental. Enuentre una esala de longitud asoiada al átomo de hidrógeno

asi omo una de energía. Evalue numériamente tales números y ómo se ompara,

por ejemplo, la esala radial on la longitud de onda de la luz en el visible, y la

esala de energía on la de ionizaión del átomo de hidrógeno.

d) Se onsidera que a iertas esalas la interaión gravitaional se �mezla� on las

interaiones del mundo uántio. A partir de las onstantes naturales de estos

dos ámbitos de la naturaleza, enuentre una esala de longitud y de tiempo donde

los efetos gravitaionales y uántios onvivirían. Provea de valores numérios

para tales esalas de longitud de Plank, lP, y tiempo de Plank, tP.

2. Cadena olgante en una mesa. Una adena de densidad uniforme ρ y longitud l se
enuentra en reposo, on 2l/3 partes horizontalmente sobre una mesa y l/3 olgando

sobre un ostado; véase Figura 1. La parte horizontal de la mesa tiene un oe�iente

de friión µ, mientras que la vertial no tiene. Demuestre que la veloidad del último

eslabón al momento que deja la mesa está dada por:

v =

√

4(2 − µ)
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Figura 1

3. Destruión por fuerzas de marea. En nuestra galaxia, y en otras, existen galaxias

muho más pequeñas onoidas omo galaxias enanas que orbitan alrededor de ella.

Durante su movimiento orbital las galaxias enanas son destruidas por fuerzas de marea;

osa similar le ourren a los ometas; véase Figura 2. Considere una galaxia enana de

radio R ompuesta de �enjambre� de estrellas ligadas gravitaionalmente, de masa

total m que ae radialmente haia una galaxia masiva de masa M . Si la galaxia enana

se enuentra a una distania r, demuestre que ésta será destruida si se umple, en

primer orden, que:
2M

r3
>

m

R3

Figura 2 Cometa Shoemaker-Levy siendo desmembrado por la fuerza de marea

ejerida por Júpiter.

4. Teorema de Newton. El Segundo Teorema de Newton, en una variante, establee

que el ampo gravitaional de un asarón esfério de masa M y radio R atrae a una

partíula externa de masa m omo si toda la masa del asarón estubiera onentrada

en su entro; véase Figura 3. La demostraión de este teorema por Newton le llevo

unos 10 años, por no querer utilizar la herramienta del álulo integral que estaba

desarrollando en aquel entones. Demuestre utilizando el álulo, y en menos tiempo

que Newton, que el teorema anterior es orreto.
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Figura 3

5. Campo Gravitaional de Sistemas Aplanados. Considere un modelo de diso

aplanado (Fig. 4) para un sistema gravitaional dado en una primera aproximaión

(e.g. galaxia espiral, un asteroide). Se requiere enontrar el potenial para poder

estableer la dinámia de una partíula alrededor de diho objeto.
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Figura 4

a) Calule el potenial gravitaional ϕ, en el eje de simetría a una distania z, de
un diso de densidad super�ial de masa σ = M/πR2 onstante.

b) El potenial gravitaional, fuera de regiones donde existe una distribuión de

masa ρ, satisfae la euaión de Laplae. Muestre que en oordenadas esférias

(r, θ, φ) la euaión de Laplae tiene soluiones del tipo

ϕ(r, θ, φ) ∼

[

Arl +
B

rl+1

]

P (cos θ) e±imφ

donde (l, m) son onstantes y P (cos θ ≡ x) satisfae la euaión asoiada de

Legendre:

(1 − x2)
d2P

dx2
− 2x

dP

dx
+

[

l(l + 1) −
m2

1 − x2

]

P = 0 .

¾Que tipo de onstantes, reales o no-reales, son los números (l, m)? Justi�que su

respuesta.

) Expanda el potenial enontrado en el iniso (a) para distanias r > R hasta

terer orden. Este potenial debe oinidir on la soluión general de la euaión

de Laplae uando θ → 0. Utilie esta �ondiión de frontera� para enontrar la

expresión de los primeros terminos de potenial ϕ(r, θ) fuera del eje de simetría.

6. Programa Cómputaional. Imprima el programa y anexelo uando entregue su

Tarea. Envié por orreo elétronio el programa fuente, on los omentarios que

onsidere pertinentes para orrerlo y ejeutarlo.

a) Esriba un programa osilador.f90 que resuelva la euaión de movimiento de

un osilador armónio uni-dimensional ẍ = −ω2x, de masa unitaria, utilizando

el algoritmo de Euler y el de leap-frog.

b) Resuelva el aso para las ondiiones iniiales x0 = 1.0 y v0 = 0. Evoluione el

osilador por t = 10τ , donde τ = 2π/ω es el período natural del sistema.

) ¾Para qué paso de tiempo, omo fraión de τ , el error relativo en la energía del

osilador, entre la energía de la soluión numéria y análitia, es menor al 1%, y

al 0.1%? Esto en ambos integradores: Euler y leap-frog.

d) Grá�que dihos álulos. En partiular, grá�que x = x(t), v = v(t), y su espaio

fase.
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