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Estas son una serie de Notas relaionadas on uestiones numérias que utilizaremos en

el urso. Las Notas no han sido editadas ni orregidas, por lo que se han de onsiderar sólo

una guía.

1. Introduión

Formalmente la euaión de movimiento, dada por la segunda ley de Newton

dp

dt
= m

d2x

dt2
= F (1)

es una euaión diferenial ordinaria de segundo orden, en x, que dependiendo de la forma

de F(x, ẋ, t), puede ser lineal o no-lineal. En el aso de la dinámia lineal, la soluión de

(1) puede ser generalmente enontrada on los métodos tradiionales que se enseñan en los

ursos de euaiones difereniales. Para el aso no-lineal, salvo algunas exepiones, se tiene

que reurrir a los métodos numérios.

Es posible obtener una buena antidad de informaión sobre el omportamiento dinámio

de un sistema si estudiamos su trayetoria en el espaio-fase, Γ; terminología usada por

Gibbs. Para lo anterior esribimios la euaión de movimiento (1) omo un sistema de

euaiones difereniales de primer orden:

dx

dt
= v

dp

dt
= F(x, ẋ, ẍ, · · · ; t) , (2)

o, en forma más ompata:

w ≡

[

x

p

]

y g ≡

[

v

F

]

−→
dw

dt
= g . (3)

Se puede entones así entender la dinámia de la partíula omo su evoluión en un espaio

{x,p} a medida que transurre el tiempo; Figura 1.

2. Aritmétia Finita y Sumas

En iertas oasiones se requieren sumar una gran antidad de valores reales (��otantes�) de

manera omputaional; tales omo al realizar integraiones numérias o alular promedios.
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Figura 1:

Una manera trivial es utilizando un algoritmo omo el siguiente, para sumar n-valores en el

vetor xi:

sum = 0.0

do i=1,n

sum = sum + x(i)

enddo

Suma = sum

on el resultado �nal arrojado en la variable Suma. El problema estriba en que la suma de

números reales es distinta que la de enteros en una omputadora, en partiular los números

di�eren por órdenes de magnitud.

Esto se debe a la naturaleza de la aritmétia �nita que es apaz de realizar una

omputadora. Se puede haer la suma anterior utilizando preisión doble, o uadruple, y

aún tendríamos errores importantes.

En una omputadora, un número de punto-�otante, que en oasiones llamaremos real,

tiene uatro partes: un signo, una mantisa, un radix y un exponente. La mantisa, siempre

un número positivo, ontiene los digitos signi�ativos del número real:

num = sign × mantissa ∗ radixexponent .

Los números �otantes tiene distintas representaiones, ya que puede uno variar el término

del radix; por ejemplo usar radix = 2 o a 10.

Si no existen su�ientes bits, en la omputadora que realizamos los álulos, para

representar la mantissa para difereniar una parte en 1010, entones hae una diferenia

el omo realizar una suma:

(1.0 + 1.0e10) − 1.0e10 = 1.0e10 − 1.0e10 = 0.0

1.0 + (1.0e10 − 1.0e10) = 1.0 + 0.0 = 1.0

donde el valore esperado, en la aritmétia omún sería 1.0. En el primer aso, se perdió

informaión de un sumando por la diferenia en órdenes de magnitud de los números. Una

estrategia puede ser también arreglar todos los números que se suman, de tal manera que

se omienzen a sumar desde los más pequeños a los más grandes; pero esto puede no ser ni

e�iente ni adeuado.
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Las omputadoras usualmente mantienen informaión de ≈ 7 o ≈ 16 ifras signi�ativas,

dependiendo si el programa está heho en preisión senilla o doble, respetivamente.

Desafortunadamente, los programas pierden ifras signi�ativas debido el redondeo numério

y pueden obtenerse resultados muy pobres debido a esto.

Un algoritmo para sumar números �reales� es el llamado Suma de Kahan, el ual

algebráiamente no hae nada nada, pero omputaionalmente hae una gran diferenia.

El algoritmo, esrito en una funión en Fortran90, donde se le introdue un arreglo x de

n-datos, y el valor resultante de la suma en SumKahan es:

Funtion SumKahan (x,n)

impliit none

integer :: n,i

real :: SumKahan,x(n)

real :: orreion,siguiente_termino_orregido,nueva_suma,suma

suma = x(1)

orreion = 0.0

do i=2,n

siguiente_termino_orregido = x(i) - orreion

nueva_suma = suma + siguiente_termino_orregido

orreion = ( nueva_suma - suma ) - siguiente_termino_orregido

suma = nueva_suma

enddo

SumKahan = suma

EndFuntion SumKahan

En este algoritmo primero se orrige por el error que que se ha aumulado hasta un momento

dado. Después la nueva suma es alulada adiionando este término orregido a la suma total.

Finalmente, un nuevo término de orreión es alulado omo la diferenia entre el ambio

en las sumas y el término orregido.

� Ejemplo. A ontinuaión mostramos el programa Sumas que alula de manera

desendente (fraiones ada vez menores) y asendente la suma de 10 millones de fraiones

de números reales, tanto de la manera normal omo usando el método de Kahan. En la parte

de llamar a la funión SumKahan sólo se ha indiado donde va la misma.

!%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

Program Sumas

Use SumaK

impliit none

integer :: i,n

real :: sum1,sum2

real, alloatable, dimension(:) :: x1,x2

real :: sumK1,sumK2

!---------------------------------------------------------------------

n = 1e7
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alloate (x1(n))

alloate (x2(n))

sum1=0.0

do i=1,n

x1(i) = 1.0/real(i)

sum1 = sum1 + x1(i)

enddo

sum2=0.0

do i=n,1,-1

x2(i) = 1.0/real(i)

sum2 = sum2 + x2(i)

enddo

write(6,*)'Suma de',n,'fraiones en preision senilla.'

write(6,*)'Basia:'

write(6,*)'...dereiendo =',sum1,' reiendo =',sum2

sumK1 = SumKahan (x1,n)

sumK2 = SumKahan (x2,n)

write(6,*)'Kahan:'

write(6,*)'...dereiendo =',sumK1,' reiendo =',sumK2

EndProgram Sumas

!%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

MODULE SumaK

impliit none

CONTAINS

Funtion SumKahan (x,n)

...

EndFuntion SumKahan

END MODULE SumaK

!%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

El resultado del programa es:

Suma de 10000000 fraiones en preision senilla.

Basia:

...dereiendo = 15.403683 reiendo = 16.686031

Kahan:

...dereiendo = 16.695311 reiendo = 16.695311

Como se observa la suma desendiente y reiente son diferentes en ≈ 10%, mientras que al

usar el método de Kahan no hay diferenia. La diferenia en el algoritmo senillo reerá a

medida que aumenta el número de operaiones. ⊳.
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3. Euaiones Difereniales

El método más senillo para resolver una EDO es el de Euler. En 1D podemos expander

una funión en t + ∆t omo

w(t + ∆t) = w(t) + w′(t)∆t +
1

2
∆t2w′′(t) + · · · = w(t) + g(t, w)∆t +

1

2
∆t2w′′(t) + · · ·

w(t + ∆t) = {Euler} +
1

2
∆t2w′′(t) + · · ·

indiando que el algoritmo (explíito) de Euler se obtiene on los primeros dos terminos de la

expansión en serie. Así, nuestro valor alulado de w(t+∆t) tiene un error loal εl = O(∆t2)
en ada paso de tiempo ∆t. Todos estos errores loales se suman en general, en lugar de

anelarse, a medida que se realiza la integraión onduiendo a un error global εg tal que,

si Ns es el número de pasos a realizar:

εg ≈ Ns εl ≈
T

∆t
O(∆t2) ≈ T · O(∆t) , (4)

donde T es el tiempo de integraión total. Así, el error global es de primer orden, y ree a

medida que se extiende el tiempo de integraión numéria. Si ∆t → ∆t/2 el error global se

redue a εg → εg/2, pero on Ns → 2Ns a realizar. Para sistemas desritos on N euaiones

difreniales, tenemos que el método de Euler lo esribimos omo:

wi+1 = wi + ∆t · g(ti,wi) . (5)

Se puede ir haiendo el paso de tiempo ∆t ada vez más pequeño para mejorar la preision,

pero el problema on esto es el aumulamiento de errores de redondeo debido a la artimétia

�nita de la omputadora.

Por ejemplo, el algoritmo de Euler requiere de una suma del tipo, esrito en Fortran90,

omo:

w = w0 !ondiion iniial

t = 0.0

do i=1,Ns

w = w + dt*g(t,w)

t = t + dt*real(i)

enddo

Dado que ∆t ∝ 1/Ns, y estamos realizando una suma al ir avanzando la soluión, estamos

sumando un número pequeño en ada ilo a uno grande (el aumulado). Cuando se realiza

esto en la omputadora se pierden las últimas log Ns ifras signi�ativas en el número menor;

es deir, en el último ∆t×g. Por ejemplo, si se alula g on 10 ifras signi�ativas y Ns = 1e6
se pierden log 106 = 6 ifras, por lo que se obtendrán 10 − 6 = 4 ifras signi�ativas en el

valor aumulado de la suma w. Si se tuviera el mismo álulo en, digamos, preisión senilla

obtendriamos un resultado esenialmente inservible. Así pues, por un lado, tenemos que si

Ns es muy grande, se pierde preisión por errores de redondeo numério. Y por otro lado,

si Ns es pequeño, y omo ∆t ∝ 1/Ns on error O(∆t) del algoritmo, también se pierde

preisión.
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Figura 2:

La soluión general es obtener algoritmos on mejores aproximaiones a g(t, w) en un

intervalo dado; aunque todos los métodos sufran del problema de redondeo. Pero al tener

errores O(∆tn), on n > 1, no se tiene que haer demasiado pequeño ∆t para obtener un

buen resultado.

A ontinuaión se muestra un programa en Fortran90 que resuelve la euaión de

primer orden w′ = (w + t)/(w − t) mediante el método de Euler. Se ompara la soluión

numéria, utilizando un ∆t de entrada, on la analítia. La informaión se guarda en un

arhivo de salida dado en formato asii.

!%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

Program Euler0

!Delaraion de variables del program MAIN:

impliit none !ninguna variable definida apriori

integer :: ns,i !variables esalares enteras

real :: w,t,w0,tmin,tmax,dt !variables esalares reales

real :: w_true

!---------------------------------------------------------------------

Interfae

Funtion G_rhs (y,t)

real, intent(in) :: y,t

real :: G_rhs

EndFuntion G_rhs

Funtion G_analitia(t)

impliit none

real, intent(in) :: t

real :: G_analitia

EndFuntion G_analitia

EndInterfae

!=====================================================================

write(6,*)'Integrador tipo Euler' !un titulo que apareza en pantalla

write(6,*)'Euaion diferenial: w`= (w+t)/(w-t) on w(0)=1 '

write(6,*)' ...on soluion: w(t) = t + Sqrt(1+2t**2) '
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write(6,*)'Tiempo final de integraion?'

read(5,*)tmax

tmin = 0.0 !omenzamos en 0

write(6,*)'Paso de tiempo dt=? '

read(5,*)dt

ns = (tmax-tmin)/dt + 1 !numero de pasos a realizar

write(6,*)' ...se realizaran entones =',ns-1,'pasos de integraion.'

write(6,*)'Condiion iniial w0=?'

read(5,*)w0

open(1,file="euler.dat") !salida en unidad=1, formato ASCII

t=tmin

w=w0

do i=2,ns

w = w + dt*G_rhs(w,t)

t = tmin + dt*real(i-1)

w_true = G_analitia(t)

write(6,10)t,w,w_true !desplegar en pantalla

write(1,10)t,w,w_true !esribir en arhivo

enddo

10 format(3(f10.6,1x)) !formato de esritura

lose(1) !errando arhivo de datos

EndProgram Euler0

!%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

Funtion G_rhs(y,t)

impliit none

real, intent(in) :: y,t

real :: G_rhs

G_rhs = (y+t) / (y-t)

EndFuntion G_rhs

!%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

Funtion G_analitia(t)

impliit none

real, intent(in) :: t

real :: G_analitia

G_analitia = t + sqrt(1.0+2.0*t**2)

EndFuntion G_analitia
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Figura 3:

!%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

En la Figura 3 se muestra la soluión analítia y 3 soluiones numérias on distintos

valores de ∆t = {0.1, 0.05, 0.025}, en un intervalo de longitud τ = 1. Si bien para este

interalo las soluiones numérias aparentemente no estan muy alejadas de la analítia, el

error relativo δε = (wa − wnum)/wa) menor es de ≈ 0.2% para el menor ∆t utilizado.

Cabe señalar que en el algoritmo de Euler (5) se puede implementar un algoritmo tipo

de Kahan para realizar la suma, y en prinipio pudieramos obtener un mejor resultado; en

partiular al momento de ir reduiendo el paso de tiempo ∆t.

Algoritmos de mayor orden que el de Euler se pueden obtener preservando más antidad

de términos en la expansión de Taylor de la derivada, pero requieren -generalmente- poder

evaluar de manera preisas las derivadas. Esto ourre si tenemos expresiones analítias para

la misma soluión que busamos. Uno de los métodos más utilizados para resolver una EDO

es el de Runge-Kutta de uarto orden (RK4). El algoritmo para el RK4 es:

wi+1 = wi +
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) , on (6)

k1 = ∆t · g(ti,wi)

k2 = ∆t · g(ti +
∆t

2
,wi +

k1

2
)

k3 = ∆t · g(ti +
∆t

2
,wi +

k2

2
)

k4 = ∆t · g(ti +
∆t

2
,wi + k3)

En el algoritmo RK4 se ha supuesto que el ∆t es onstante. Existen otros algoritmos

on paso adaptivo que permiten lograr un mayor grado de preisión adeuando el ∆t al

omportamiento temporal del sistema, pero no los onsideramos por el momento.
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Una manera de darse uenta de la preisión del método es ompararla on soluiones

analítias existentes. Por otro lado, si tomamos la soluión al tiempo ti, w(ti), usarla omo

ondiión iniial y luego integrar la EDO haia atrás en el tiempo (i.e. ∆t → −∆t) para

obtener la soluión w̄(ti−1). Si el algoritmo permite que w(ti−1) = w̄(ti−1), entones se

die que es reversible. Cabe señalar que el método de Runge-Kutta no es reversible en el

tiempo.

Uno de los algoritmos reversibles más utilizados es el de leap-frog; que es de segundo

orden. Este algoritmo funiona bastante bien uando F = F(x), en otros asos hay que

probarlo; Fig. 2(b). Supongamos que tenemos las ondiiones iniiales {x0,p0}, entones
alulamos primero un momentum intermedio p1/2 :

pi+1/2 = pi +
1

2
∆t · Fi (7)

donde Fi ≡ F(x(ti)). A partir de este, alulamos una nueva posiión y momento de auerdo

al esquema:

xi+1 = xi + ∆t · vi+1/2 (8)

pi+1 = pi+1/2 +
1

2
∆t · Fi+1 ,

De heho, al ser reversible este algoritmo preserva la forma de la trayetoria de una partíula

en el espaio-fase Γ. En general, se die que preserva la estrutura de Γ, y que el algoritmo

es simplétio.

La onstruión de algoritmos simplétios de orden mayor no es trivial. A ontinuaión

exponemos uno de 4to. orden, algoritmo de Chin, el ual requiere la evaluaión del

gradiente de la fuerza. Sean (x0,p0) las ondiiones iniiales y (x4,p3) las ondiiones �nales,
después de un ∆t, son obtenidas a partir de:

x1 = x0 + 1

6
∆t · p0 , p1 = p0 + 3

8
∆t · f(x1) ,

x2 = x1 + 1

3
∆t · p1 , p2 = p1 + 1

4
∆t ·

[

f(x2) + 1

48
∆t2 · ∇|f(x2)|

2
]

,

x3 = x2 + 1

3
∆t · p2 , p3 = p2 + 3

8
∆t · f(x3) ,

x4 = x3 + 1

6
∆t · p3 .

9


